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W szkole ,nieskoniczonosc” zwykle jest jedna: symbol o,
koniec tematu. Taki matematyczny worek bez dna, do
ktorego wrzucamy ,bardzo duze" rzeczy. Problem w
tym, ze matematyka ma niewdzieczny zwyczaj
zadawania pytan, ktore psujg proste intuicje. Jedno z
takich pytan brzmi: czy wszystkie nieskonczonosci sa
rownie duze? | odpowiedz, ktéra wielu osobom robi
mentalny reset, brzmi: nie. Sg nieskonczonosci
.mniejsze” i ,wieksze". A skala aleféw (X) to sposéb, w
jaki matematycy te rozmiary porzadkujg i nazywaja.
Najpierw jednak musimy ustali¢, co to znaczy ,duzy
zbidr”, kiedy nie da sie go policzy¢ do konca. W swiecie
skonczonym jest tatwo: 8 jabtek jest wiecej niz 5 jabtek.
W $wiecie nieskonczonym robi sie dziwnie, bo ,wiecej”
nie da sie sprawdzic¢ przez zwykte liczenie. Matematycy
wymyslili wiec test, ktdéry jest zaskakujgco sprytny i
bardzo ,ludzki”: poréwnujemy zbiory przez parowanie
elementow. Jesli potrafisz dobra¢ elementy z jednego
zbioru do elementdéw z drugiego tak, zeby kazdy miat
doktadnie jedng pare (czyli zbudowac bijekcje), to
znaczy, ze te zbiory majg ,tyle samo” elementow -
nawet jesli oba sg nieskoriczone. Brzmi jak formalny trik,
ale dziata genialnie.

| tu wchodzi pierwszy mind-blow: nieskoriczonosc liczb
naturalnych (1, 2, 3, 4, .. to ,najmniejsza”
nieskonczonos¢, jaka da sie sensownie uchwyci¢
liczeniem. Oznacza si¢ jg jako X, (alef-zero).

To jest rozmiar zbioréw, ktére mozna wypisa¢ w
kolejce: pierwszy, drugi, trzeci... nawet jesli ta kolejka
nigdy sie nie konczy. Taki zbior nazywa sie
przeliczalnym (countable). | w tej kategorii dziejg sie
rzeczy, ktére wygladaja jak oszustwo.
Bo oto zbidr liczb catkowitych (.., =2, -1, O, 1, 2, ..)
wydaje sie ,wiekszy” od naturalnych - w konicu ma
jeszcze minusy i zero. A jednak da sie go ustawi¢ w
kolejce: O, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ... i juz. Kazdej liczbie
catkowitej przypisujesz miejsce w tej liScie, wiec
rozmiar jest ten sam: Xo. Czyli w nieskoriczonosci
mozesz ,dodac” nieskoriczenie wiele elementéw
(wszystkie liczby ujemne), a i tak nie powiekszyc¢
rozmiaru. To brzmi jak paradoks, ale to po prostu inna
geometria myslenia.
Jeszcze mocniej psujg intuicje liczby wymierne
(utamki): 1/2, 3/7, 100/101, -5/9... Wydaja sie ,gestsze”
niz catkowite, bo miedzy O i 1 masz ich nieskonczenie
wiele. A jednak i one sg przeliczalne. Da sie je wypisac
w pewnej sprytnej tabeli i przechodzi¢ po niegj
zygzakiem tak, zeby w koncu trafi¢ na kazdy utamek
(pomijajac powtdrzenia typu 2/4 =1/2). To jeden z tych
momentoéw, kiedy matematyka mowi: ,gestosc” i
Llicznosc” to nie to samo. Mozesz miec zbidr tak gesty,
ze miedzy dwoma elementami zawsze znajdziesz
kolejny, a mimo to da sie go ponumerowac jak miejsca
w dzienniku.
No dobrze, to skoro naturalne, catkowite i wymierne
majg rozmiar Xo... to czy wszystko, co nieskonczone,
ma No? | tu wchodzi Cantor z drugim, wiekszym plot
twistem: nie.
Wezmy zbidr liczb rzeczywistych z odcinka [O, 1]. Tylko
ten kawateczek: od zera do jedynki. Intuicja mowi: ,to
przeciez mate”. Ale matematyka mowi: ,wtasnie tu jest
wigksza nieskonczonosc¢”. Cantor pokazat to stynnym
argumentem przekatniowym (diagonalnym). Wyobraz
sobie, ze probujesz wypisac¢ wszystkie liczby z [0,1] w
kolejce, np. w rozwinieciu dziesietnym:

1.0, a132a334...

2.0, bib,bsbs...

3.0, CiC2C3Ca...
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Teraz Cantor mowi: ,zbuduje liczbe, ktorej na tej liscie
na pewno nie ma“. Bierze pierwsza cyfre z pierwszej
liczby i ja zmienia, drugg cyfre z drugiej liczby i ja
zmienia, trzecig z trzeciej i jg zmienia... Sktada z tego
nowg liczbe, ktdra rozni sie od pierwszej juz na pierwszej
cyfrze po przecinku, od drugiej na drugiej cyfrze, od
trzeciej na trzeciej.. wiec nie moze by¢ zadng z
wypisanych. Czyli nie da sie wypisa¢ wszystkich liczb
rzeczywistych w kolejce. Zbior jest nieprzeliczalny -
wiekszy niz Xo.

| to jest moment, w ktérym ,nieskoriczonosc¢” przestaje
by¢ jednym pojeciem. Bo masz juz co najmniej dwie
rozne:

® NXo - nieskonczonosc ,kolejki”, przeliczalna,

® oraz nieskonczonosc¢ liczb rzeczywistych (tzw.

kontinuum), wieksza.

Jak matematycy nazywajg ,wiekszg" nieskoriczonosc¢?
Tu wchodzi skala alefow: Xo, N1, N2, N3, ... — Cata drabina
kolejnych rozmiaréw nieskoriczonosci. Xo to pierwsza
(najmniejsza nieskonczonosc), Xy to ,nastepna” po niej w
sensie licznosci (najmniejsza nieprzeliczalna licznosc), X,
kolejna itd. To troche jak poziomy w grze, tylko ze
poziomow jest nieskonczenie wiele i kazdy jest ,wieksza
nieskonczonosciag” od poprzedniego.

| tu wazne doprecyzowanie, bo w popularnych opisach
czesto pojawia sie skrét, ktéry bywa mylgcy: rozmiar
zbioru liczb rzeczywistych to nie ,z definicji” X.. Rozmiar
realsow to 2"{Xo} (moc zbioru wszystkich podzbioréw
liczb naturalnych, co jest réwnowazne mocy zbioru
wszystkich nieskoriczonych ciggdéw zer i jedynek). A
pytanie, czy 2*{No} = X;, to stynna hipoteza continuum
(CH). | najlepsze: w standardowej matematyce
(aksjomaty ZFC) nie da sie jej ani udowodnic, ani obali¢
- jest niezalezna od tych aksjomatéw. Czyli mozesz
zbudowac spojny ,Swiat matematyczny”, w ktorym
continuum = Xy, i réwnie spojny, w ktérym continuum
jest wieksze (np. Nz). To jedno z najbardziej mind-
blowing odkry¢ XX wieku, bo pokazuje, ze nawet w
matematyce istniejg pytania, ktore sa ,nierozstrzygalne”
w ramach przyjetych regut gry.

Warto tez ztapac réznice miedzy dwoma stowami, ktére
brzmig podobnie: liczby kardynalne i porzadkowe. Skala
alefow dotyczy kardynatéw, czyli ,ile jest elementéw”
(rozmiar). A porzadkowe (ordynalne) opisujg ,jaki jest
typ kolejnosci” (pierwszy, drugi, trzeci.. az po
nieskonczonosc i dalej). W nieskornczonosci te pojecia
rozjezdzajg sie jeszcze bardziej. Na przyktad: mozesz
mie¢ rézne nieskoriczone kolejnosci, ktére majg ten
sam rozmiar NXo, ale sg ,utozone” inaczej. To troche jak
dwa zbiory klockéw LEGO: tyle samo klockow, ale inna
konstrukcja.

Skoro juz wiemy, ze sag rdzne nieskonczonosci, to
pojawia sie pytanie: skad wiadomo, ze ta drabina nie ma
koica? | tu wchodzi kolejne genialne twierdzenie
Cantora: zawsze mozna zrobic¢ nieskoriczonosc wieksza.
Jak? Biorgc zbidr wszystkich podzbiorow danego
zbioru (tzw. potega zbioru). Cantor pokazat, ze moc
zbioru potegowego P(X) jest zawsze wigksza niz moc X.
Nawet jesli X jest nieskonczony. Czyli nie ma
JNajwiekszej  nieskoriczonosci’.  Zawsze  mozesz
zbudowac wieksza. Jesli to brzmi jak matematyczne
perpetuum mobile, to w pewnym sensie nim jest — ale
dziata, bo opiera sie na logice, nie na energii.

| teraz czas na ciekawostki, ktore swietnie ,robig klimat”
temu tematowi, bo pokazuja, jak nieskonczonosc¢ psuje
zdrowy rozsadek w praktyce.

Pierwsza: Hotel Hilberta. Wyobraz sobie hotel z
nieskonczenie wieloma pokojami, wszystkie zajete.
Przychodzi nowy gosé. W hotelu skonczonym: brak
miejsc. W hotelu nieskoiczonym: prosze bardzo -
przesuwamy gosci: gos¢ z pokoju 1idziedo 2,z2do 3, z
3 do 4.. i pokdj 1 jest wolny. A jesli przyjdzie
nieskonczenie wielu nowych gosci? Tez da sie: gos¢ z
pokoju n idzie do pokoju 2n (na parzyste), a wszystkie
nieparzyste zostajg wolne dla nowych. To jest intuicyjny
spektakl kardynatu No: No + 1= Xo, Xo + Xo = No, 2:No = No
(w sensie rozmiaru zbioru). Nieskonczonos¢ ma ,inne
zasady arytmetyki” niz liczby skoriczone.

Druga ciekawostka jest mocno informatyczna:
programow i algorytmow jest tylko przeliczalnie wiele.
Dlaczego? Bo kazdy program mozna zapisa¢ jako
skonczony cigg znakdéw (tekst), a zbidr wszystkich
skonczonych tekstow nad skoriczonym alfabetem jest
przeliczalny (da sie je uporzadkowac po dtugosci, a
potem leksykograficznie). Czyli liczba mozliwych
programow ma rozmiar Xo. A teraz bomba: liczb
rzeczywistych jest nieprzeliczalnie wiele, wiec
wiekszos¢ z nich nie moze byc¢ opisana przez zaden
skoniczony program. Innymi stowy: ,prawie wszystkie”
liczby rzeczywiste sg nieobliczalne (nie da sie ich
wygenerowac algorytmem).
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To nie jest metafora: to formalny wniosek z rdznicy
rozmiarow. Podobnie jest z problemami: skoro
algorytmow jest przeliczalnie wiele, a mozliwych funkcji
(np. z N do {0O1}) jest nieprzeliczalnie wiele, to
.Wwiekszosc” problemdw decyzyjnych jest
nierozwigzywalna algorytmicznie. Teoria obliczen stoi na
plecach tej kardynalnej roznicy, nawet jesli na co dzien o
niej nie myslimy.

Trzecia ciekawostka: nieskoriczono$¢ wcale nie znaczy
,0bez granic gestosci” w jednym, prostym sensie. Liczby
wymierne sg geste w realsach (miedzy dowolnymi
dwiema rzeczywistymi znajdziesz wymierng), a mimo to
wymierne majg rozmiar Xo, a realsy majg rozmiar 2*{NXo}.
Czyli mozesz mie¢ dwa zbiory, z ktérych jeden jest
.Wszedzie” w drugim, a jednak jest od niego kardynalnie
mniejszy. To potrafi rozbroi¢ intuicje typu ,skoro cos
jest geste, to musi by¢ tak samo duze”.

Czwarta: kiedy moéwimy ,alef-jeden”, to brzmi jak
.nastepna liczba po alef-zero”. | to jest w pewnym
sensie prawda - ale ,nastepna” w Swiecie
nieskonczonosci znaczy: najmniejsza licznos¢ wieksza
niz Xo, czyli najmniejsza nieprzeliczalna. To nie jest ,No +
1". W kardynatach nie dziata to tak, jak w zwyktych
liczbach. X, to nie ,alef-zero powigkszony o jeden”, tylko
nowy rozmiar, ktérego nie da sie osiggnac¢ przez
dodawanie kolejnych elementéw do przeliczalnego
zbioru. Zeby przeskoczyé z No do ,wiekszej"
nieskoriczonosci, musisz wejsé w Swiat
nieprzeliczalnosci — np. realsow.

Pigta ciekawostka jest bardziej filozoficzna: skala aleféw
to nie tylko ,dziwny temat z teorii mnogosci®, ale
fundament tego, jak matematyka porzadkuje obiekty.
Kiedy matematycy mdwig o przestrzeniach, funkcjach,
topologiach, strukturach algebraicznych - bardzo
czesto pytanie ,jak duzy jest ten zbior?” nie jest ozdoba,
tylko realnym narzedziem. Rozmiar wptywa na to, jakie
twierdzenia mozna udowodnic, jakie konstrukcje istnieja
i jak daleko da sie p6js¢ w uogolnieniach.

| jesli czujesz, ze to wszystko jest absurdalne, to
paradoksalnie... dobrze. Bo ta dziedzina jest jednym z
najlepszych treningdéw mentalnych: uczy, ze intuicja z
codziennego sSwiata (skoriczonego) nie zawsze przenosi
sie na Swiat struktur abstrakcyjnych. A jednoczesnie
uczy, ze nawet najbardziej ,odklejone” idee potrafig
mie¢ konsekwencje dla rzeczy bardzo konkretnych:
logiki, teorii obliczen, kryptografii, a nawet tego, jak
rozumiemy granice dowodu i formalnych systemow.

Na koniec scigga w jednym zdaniu:

No to nieskonczonos$¢ tego, co mozna ustawi¢ w
kolejce; 2*{No} to nieskorczonosc¢ liczb rzeczywistych; a
Ni, N2, Ns.to kolejne poziomy ,wiekszych”
nieskoniczonosci, ktére porzadkujg ten krajobraz jak
drabina bez korica. | najwazniejsze: ,nieskonczonosc”
nie jest jedna liczba - to cata hierarchia rozmiardéw.
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